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1 　は じ め に
　本稿の目的は，山下・大西（2002），大西・金江（2008），高橋（2011），大西（2012），金江（2013）
等によって提唱された「マルクス的経済成長モデル」（ないしはマルクス派経済成長モデル）が含意
する結論について，若干の批判的なコメントを分析的な視点から行うことである．大西・金江
（2008）も認めているように，このモデルにはいくつかのバージョンがあるが，いずれも，Solow
（1956），Swan（1956）に起源を発するソロー・スワン・モデルや Ramsey（1928）に起源を発するラ
ムゼー・モデルに依拠するいわゆる新古典派経済成長モデル（Neoclassical models of economic 
growth）を，資本財（生産財）生産部門と消費財生産部門を区別する 2 部門モデルに書き直したも
のであり，そのことを反映して，大西・金江（2008）は，自らのモデルを「新古典派マルクスモデ
ル」と呼んでいる．
　もちろん，生産部門を資本財（生産財）生産部門と消費財生産部門の 2 部門に分割するという発
想は，マルクスの『資本論』第 2 巻（Marx（1885））で数値例によって展開されている「再生産表
式」（scheme of reproduction）にその起源があるが，単にプロトタイプの 1 部門新古典派経済成長
モデルを 2 部門化するだけでは，それが「マルクス的」であるとは言い難いであろう．事実，オ
リジナルな新古典派経済成長モデルの中にも，Uzawa（1961-1962）に代表される 2 部門モデルは
古くから存在するのである．大西（2012）等が自らのモデルを「マルクス的」であると主張するよ
り重要な根拠は，別のところにある．
　上述した著者達が定式化した「マルクス派経済成長モデル」から導かれる解経路はいずれも，
典型的な新古典派経済成長モデルと同様に，長期均衡解に単調に収束するが，彼等のモデルの解
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が最終的に到達する長期均衡点においては，典型的な新古典派経済成長モデルの持続的に経済成
長をもたらす長期均衡とは異なり，実質資本ストックも実質国民所得も実質消費も一定になる
「ゼロ成長状態」が達成される．この資本蓄積の終焉は「資本主義の終焉」を意味するとモデルの
提唱者達は解釈し，彼等は，この結論は，「資本主義の終焉」を予言するマルクスの「史的唯物
論」（historical materialism）の命題を数学的に証明したものであると主張している．大西・金江
（2008）は，以下のように書いている．
　「置塩がマルクス剰余価値理論の数学的定式化を果たしたとすれば，マルクス史的唯物論の
数学的定式化を果たそうとする研究を我々の研究室ではこの数年間継続している．（中略）史
的唯物論の基本的な内容である①技術の社会的規定性，②その歴史的変遷を，①産業革命に
よる資本蓄積過程の開始，②その目標蓄積量の達成後における『資本蓄積のための社会シス
テム』＝資本主義の終焉という形で証明したのが『史的唯物論モデル』であることの根拠と
なっている．新古典派的な最適成長モデルでもあるという意味で『マルクス派最適成長モデ
ル』ないし『新古典派マルクス・モデル』と呼ばれているものである．」（大西・金江（2008）
43頁）1）
　しかし，モデルから導かれる資本蓄積の解経路がゼロ成長の状態に収束して資本蓄積が停止す
るという結論は，モデルの定式化の際に置かれた特殊な仮定に依存しており，決して普遍的なも
のではない．その意味で，「新古典派マルクス・モデルによって資本主義がやがて終焉するという
史的唯物論の命題が数学的に証明された」という大西・金江（2008）等の主張は，ミスリーディン
グである．本稿の以下の部分では，このことを分析的に明らかにする．
　本稿の構成は，以下のとおりである．まず第 2 節では，高橋（2011）によって提示された「新古
典派マルクス・モデル」のプロトタイプが要約され，このモデルの解経路がゼロ成長状態に単調
に収束することが示される．第 3 節では，このモデルの解経路が収束する長期均衡において実質
資本ストック，実質国民所得，実質消費の成長率がすべてゼロになるのは，労働人口の成長率と
両部門の技術進歩率がすべてゼロであるという仮定に強く依存しており，通常の新古典派経済成
長モデルのように（外生的であれ内生的であれ）労働人口の成長と技術進歩をモデルに導入すれば，
最終的に到達する長期均衡においても正の資本蓄積率と正の経済成長率が維持されることが指摘
されている．さらに，生産のタイム・ラグと強い非線形性をモデルに導入すれば，たとえ労働人
口成長率と両部門の技術進歩率がゼロでも，定常状態に収束せずに永続的に定常状態のまわりを
1 ）　ここで引用した文章の冒頭部分は，日本が生み出した 2 人の世界的な数理経済学者である置塩信雄と
森嶋通夫が線形代数を用いてマルクスの剰余価値理論の数学的定式化を行ったことを反映している（置
塩（1978，初版は1965），Morishima（1973）参照）．
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変動し続ける解が存在しうることが，差分方程式モデルの解析と数値シミュレーションによって
示されている．第 4 節では，第 3 節と同様の結論が，第 3 節のモデルとは若干異なる遅れ微分方
程式（微分・差分混合方程式）モデルを用いて，数学的解析と数値シミュレーションを併用して導
出されている．もし第 3 節と第 4 節のモデルに正の労働人口成長率と正の技術進歩率のいずれか
（あるいは両方）を導入すれば，成長するトレンドをめぐる永続的な循環的変動をモデルの解とし
て導出できることを，付言しておく．第 5 節では，結論が述べられる．
2 　マルクス的経済成長モデルのプロトタイプ
　本節では，高橋（2011）によって定式化されたいわゆるマルクス的経済成長モデルのプロトタイプ
を簡潔に整理する．高橋（2011）のモデルは，マルクスの『資本論』第 2 巻（Marx（1885））における
「再生産表式」と同様に，資本財生産部門（第 1 部門）と消費財生産部門（第 2 部門）から構成され
る 2 部門モデルである．高橋（2011）では，第 1 部門の生産には労働のみが投入され，第 2 部門の生
産には資本財と労働の双方が投入されると仮定されており，また，第 1 部門では労働投入係数が固
定されているが，第 2 部門の生産技術は新古典派的なコブ・ダグラス型生産関数によって表される
という，両部門間で非対称的な想定が置かれている．本稿では，この非対称的な想定を改め，両部
門の生産技術が以下のようなコブ・ダグラス型生産関数によって記述できるものと仮定する2）．
Y1（t）＝A1K1（t）βL1（t）1－β　; 0＜ β ＜1 （1）
Y2（t）＝A2K2（t）αL2（t）1－α　; 0＜ α ＜1 （2）
　ここで，Yi ＝第 i 部門における実質生産量，Ki ＝第 i 部門の生産に投入される実質資本ストック，
Li ＝第 i 部門の生産に投入される労働である（i ＝1, 2）．記号 t は，「時点」を表している．また，
本稿では，高橋（2011）に従って生産技術の進歩を捨象しているので，生産技術水準を反映するパ
ラメーターAi は正の定数と仮定されている．
　また，高橋（2011）に従って，以下の関係が各時点で成立しているものと仮定する．
K1（t）＋K2（t）＝K（t）, L1（t）＋L2（t）＝L（t）≡ L＝一定＞0 （3）
　ここで，K（t）および L（t）はそれぞれ，t 時点に存在する実質資本ストックと労働人口であり，
L（t）は時間を通じて一定値 L をとるものと仮定されている．（3） 式は，各時点に存在する資本設
2 ）　資本財生産部門と消費財生産部門の存在を仮定する 2 部門モデルは，マルクス派の専売特許というわ
けではない，Shinkai（1960）は両部門で固定的技術係数を仮定した 2 部門経済成長モデルであるが，
Uzawa（1961-1962）は，両部門の生産技術が新古典派生産関数によって特徴づけられる新古典派 2 部門
経済成長モデルである．
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備は常に完全利用され，労働は常に完全雇用されていることを意味する．この想定は，有効需要
の不足に起因する資本設備の不完全利用と労働の不完全雇用を常態と考えるケインズ（Keynes
（1936））の想定とも失業労働者によって形成される「産業予備軍」の存在を前提にするマルクス
（Marx（1867））の想定とも異なり，むしろ，Solow（1956）や Swan（1956）のような新古典派経済
成長モデルの想定と同じである．したがって （3） 式の想定が果たして「マルクス的」であるかど
うかには疑問が残るが，大西（2012），大西・金江（2008），金江（2013），高橋（2011），山下・大西
（2002）等による「マルクス派経済成長モデル」は，いずれも新古典派経済成長モデルと同様に，
資本設備の完全利用と労働の完全雇用を仮定している3）．
　次に，高橋（2011）に従って，以下の 2 つの関係を仮定する．
K
●
（t）＝Y1（t）－δK（t） ; 0＜ δ ＜1 （4）
Y2（t）＝w（t）L （5）
　ただし，δ（定数と仮定）は資本減耗率であり，w は労働者の実質賃金率である，（4） 式は，資本
財の生産量から資本減耗を差し引いた残りが資本蓄積量になることを意味している．すなわち，
生産された資本財は必ず自動的に需要され，いずれかの部門の企業に据え付けられて生産能力の
変化に貢献することが仮定されている．（5） 式は，労働者は賃金所得をすべて消費に回し資本家は
利潤をすべて貯蓄に回す場合の消費財の需給均衡式として解釈できる．（4） 式と （5） 式は，ケイン
ズ理論が想定するような貯蓄から独立した独自の投資関数が存在せず，新古典派モデルと同様に，
資本家が行った貯蓄は自動的に投資に回されるという意味での「セイ法則」（Say’s law）がこのモ
デルでは仮定されていることを意味している4）．（5） 式は w（t）＝ Y2（t）/L と書き換えることがで
き，この式は，事実上 t 時点における実質賃金率を決定する式とみなすことができる．
　高橋（2011）では，資本ストックは消費材生産部門でのみ使用されるが，労働の両部門への配分
比率については，固定したパラメーターと仮定している．本稿では，資本ストックも労働も両部
門で使用されるが，いずれの配分比率も固定したパラメーターとして扱う．すなわち ,
K1（t）＝γK（t）, K2（t）＝（1－γ）K（t）, 0＜ γ ＜1 （6）
3 ）　「資本論」第 1 巻（Marx（1867））で導入されている「産業予備軍効果」に基づく失業率の変動を説明
しようとするマルクス的「成長循環」モデルとしては Goodwin（1967）がある．ある意味では，本稿で
とりあげた大西・金江・高橋・山下等のモデルよりも，Goodwin（1967）のモデルの方が「マルクス派
経済成長モデル」としてふさわしい特徴を持っていると言えるであろう．
4 ）　松尾（1996）は，『資本論』第 2 巻（Marx（1885））で提示されている「再生産表式」の数値例でもこ
の意味での「セイ法則」が仮定されていることを指摘している．Goodwin（1967）のマルクス的「成長
循環」モデルでも，この意味での「セイ法則」が仮定されてる．Goodwin（1967）のモデルは，浅田
（1997）で詳しく解説されている．
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L1（t）＝εL, L2（t）＝（1－ε）L, 0＜ ε ＜1 （7）
であり，パラメーターγとεは固定されていると仮定する5）．
　（1） 式 -（7） 式をまとめると，以下のようになる．
K
●
（t）＝A1｛γK（t）｝β（εL）1－β－δK（t） （8）
　（8） 式の両辺を L で割れば，資本労働比率 k（t）＝ K（t）/L を唯一の内生変数とする以下のような
非線形微分方程式が得られるが，この式を高橋（2011）による「マルクス的経済成長モデル」の基本
方程式とみなすことができる．
k
●
（t）＝αk（t）β－δk（t）≡ f（k（t）） ; α＝A1γβε1－β＞0 （9）
　（9） 式は，Solow（1956）や Swan（1956）の 1 部門新古典派経済成長モデルと同一の数学的構造を
持っている，この式は，
 （10）
という 2 個の均衡解（k
●
（t）＝ 0 をもたらす解）を持ち，
 （11）
となることがわかる．
 （12）
および
f （˝k（t））＝aβ（β－1）k（t）β－2＜0 （13）
であるから，横軸に k（t），縦軸に k
●
（t）をとった位相図を描けば，トリビアルな均衡解 k* ＝ 0 は
動学的に不安定であり，k（0）＞ 0 という初期値から出発する限り，時間が経つにつれてもうひとつ
k*＝0，k**＝（　）δ
a 1－β1 ＞0
＝f ′（k（t））＝aβk（t）dk（t）
dk（t） β－1－δ
ｌｉｍ f ′（k（t））＝ ＋∞,  ｌｉｍ f ′（k（t））＝－δ＜0
k（t）→0 k（t）→＋∞
5 ）　これらのパラメーターが誰によってどのようにして決められているのかについては，高橋（2011）は
何も述べていない．他方，大西（2012），大西・金江（2008），金江（2013），山下・大西（2002）では，
完全予見のもとで労働者の消費の効用の割引現在価値を最大にするという Ramsey（1928）のモデルと
同様の想定を置いて，その想定と矛盾しないようにそれらのパラメーターが動かされていくという，あ
る種の最適成長モデルを定式化しているが，果たしてそのような新古典派的な「代表的経済主体」によ
る動学的最適化モデルが資本主義的な市場メカニズムの現実的な記述たり得るのかどうかは，必ずしも
明らかではない．
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の均衡解 k** ＞ 0 へ単調に収束していくことがわかる（図 1 参照）．
　以上の分析結果は，以下の定理にまとめることができる．
定理 1 　トリビアルでない均衡解は，以下の諸条件（14）-（17）によって特徴づけられる．
 （14）
K**＝k**L ＞0 （15）
Y1**＝A1γβε1－β（k**）βL ＞0 （16）
Y2**＝A2（1－γ）α（1－ε）1－α（k**）αL ＞0 （17）
k（0）＞ 0 という初期値から出発する限り l
t → ∞
im k（t）＝ k**，l
t → ∞
im K（t）＝ K**， l
t → ∞
im Yi（t）＝ Yi**（i ＝1, 2）
という意味で，トリビアルでない均衡解は大域的に安定である．また，循環的な変動は発生せず，
各変数は均衡解に単調に収束する．
　（17） 式に （9） 式と （10） 式を代入すれば
 （18）
となるから，（18） 式の両辺の対数をとれば，
 （19）
という式を得る．言うまでもなく，Y2** を最大化することと logY2** を最大化することは，数学的
に同値である．F（γ, ε）を最大化する γ と ε の組は，以下のようにして求めることができる．
　　　F（γ, ε）を最大化するための 1 階の条件は，以下のようになる．
k**＝（　）δ
a 1－β1 ＞0
Y2**＝A2（1－γ）
α（　　）δ
1－β
aA1γβ （1－ε）1－aεaL＞0
logY2**＝logA2＋αlog（1－γ）＋
α
1－β（logA1＋βlogγ－logδ）
＋（1－α）log（1－ε）＋αlogε＋logL≡F（γ,ε）
図 1 　システム（9）の位相図
k（ｔ）・
k（ｔ）0
k＊＊
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 （20）
 （21）
（20） 式と （21） 式を γ と ε について解けば，
γ*＝β, ε*＝α （22）
となる．
 （23）
 （24）
 （25）
 （26）
であるから， 2 階の条件は満たされている．したがって，（22） 式を満たす（λ*, ε*）＝（β, α）のも
とで，トリビアルでない均衡解における実質消費量 Y2** を最大にする資本と労働の両部門への
「最適配分」が達成される．しかし，この状態がいかなる市場メカニズムによって達成されるのか
は，このモデルは何も述べていない．
3 　環境汚染効果と生産ラグ
　前節で紹介したソロー・スワン型のマルクス派 2 部門経済成長モデルである高橋（2011）のモデ
ルとは異なり，山下・大西（2002），大西・金江（2008），大西（2012），金江（2013）のラムゼー型の
マルクス派 2 部門経済成長モデルでは代表的経済主体の消費の効用の割引現在価値を最大化する
資本蓄積経路が求められている．しかし，ソロー・スワン型であれラムゼー型であれ，彼等の分
析的フレームワークのもとでは，実質資本ストックも実質消費も一定になる定常状態に，資本蓄
積経路が単調に収束する．すなわち，最終的には経済成長は消滅する．「マルクス派経済成長モデ
ル」の提唱者達は，彼等のモデルから導かれるこの結果を，以下のように解釈している．
　「マルクス派最適成長理論では，数式モデルから導き出された結論について，資本主義経済
Fγ≡∂γ
∂F＝－ ＝ 0α1－γ
αβ
（1－β）γ
＋
Fε≡ ∂ε
∂F
ε
α＝－ ＝ 01－ε
（1－α）＋
Fγγ≡∂γ2
∂2F ＝－ － ＜0，α
（1－γ）2
αβ
（1－β）γ2
Fεε≡ ∂ε2
∂2F ＝－ － ＜0，1－α
（1－ε）2
α
ε2
Fγε≡ Fεγ＝0，∂ε∂γ ∂γ∂ε
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は最適な成長経路を進んだ結果として成長の限界に達するのであり，このことは資本主義経
済が消滅する過程を表している，と解釈している．このような解釈こそが，この研究におけ
る最も重要な主張である．＂最適成長＂という用語の語感から，マルクス派最適成長論は安定
的に持続する経済成長の姿を描いているのではないか，という誤解があるかもしれないが，
そうではない．最適な成長が行われたとしても，資本主義には成長の限界が存在し，それは
資本主義経済の消滅を意味する，ということを主張しているのである．」（高橋（2011） 43頁）
　「この資本蓄積には目標値があり，そこへの到達によってやがて『資本主義が第一義的な社
会』すなわち『資本主義社会』が終焉する．この意味で，本モデルは，機械の登場という技
術変化が資本主義を必然化し，またかつそれはその進行によっていずれ終焉するということ
を示しており，これが本モデルを冒頭の意味で『史的唯物論モデル』と呼ぶ理由となってい
る．簡単なモデルであるが，その基本を満たしているのである．」（大西・金江（2008） 664頁）
　しかし，前節で紹介した「マルクス派経済成長モデル」における資本蓄積経路が最終的に到達
する均衡状態で経済成長率がゼロになるのは，このモデルでは労働人口の成長も技術進歩も捨象
されているからなのである．前節のモデルに労働人口 L と各部門の技術進歩ファクターA1，A2が
成長し続けるという想定を追加すれば，システムの解が最終的に到達する均衡においても，各部
門の実質生産量も実質資本ストックも成長し続けることを示すことができる．事実，これが
Solow（1956）や Swan（1956）による新古典派経済成長モデルの標準的な帰結である6）．
　Solow（1956）や Swan（1956）のモデルでは労働人口の成長率や技術進歩率は外生的に与えられ
たパラメーターとして扱われているが，Uzawa（1965），Lucas（1988），Romer（1990）等による「内
生的成長理論」では，技術進歩率は研究開発投資（Romer（1988））や人的資本への投資（Uzawa
（1965），Lucas（1988））によって影響を受け，内生的に決まるので，均衡成長率は内生変数にな
る7）．この場合には，先に引用した高橋（2011）や大西・金江（2008）の主張は妥当しなくなる．
　それだけではなく，生産関数の強い非線形性と生産におけるタイム・ラグが存在する場合には，
たとえ労働人口が一定で技術進歩がない場合でも，資本蓄積経路が均衡に収束せずに永久に経済
変数が変動し続けることがあり得る．本節と次節で， 2 つの具体例を提示することにしよう．
　本節では，前節の微分方程式 （9） を以下のような，生産のタイム・ラグを伴う差分方程式で置き
換えよう．
6 ）　ただし，A1の成長率と A2の成長率の間に特殊な関係が存在しない限り，両部門における生産量の均衡
成長率がそれぞれ異なる「非均斉成長」経路に収束する．
7 ）　「内生的成長」モデルの様々なバージョンについては，Barro and Sala-i-Martin（2004）を参照され
たい．
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kt＋1－kt＝aktβ（m－kt）η－δkt  ;  α ＞0, β ＞0, η ＞0, m ＞0, 0＜ δ ＜1 （27）
ここで，（m － kt）ηという項は，Day（1982）によって「環境汚染効果」（pollution effect）と呼ばれ
た効果を表しており，「資本労働比率を増大させて機械化の程度を高めていくと，環境汚染が発生
し，この汚染を除去するために投入資源が犠牲にされなければならないために，労働生産性にか
えって悪影響を及ぼす，という側面を特徴づけている．」（浅田（1997）59-60頁）Day（1982）に従っ
て β ＝ η ＝ m ＝ 1 という単純化のための仮定を置けば，（27） 式は以下のようになる．
kt＋1＝akt（1－kt）＋（1－δ）kt （28）
 （29）
という変数変換を新たに導入すれば，（28） 式を
xt＋1＝θxt（1－xt）;  θ＝α＋（1－δ） （30）
という式に変換できる．（30） 式は，「ロジスティック方程式」と呼ばれる非線形差分方程式であり，
 （31）
という 2 個の均衡解（xt＋1＝ xt となる解）を持つ．なお，（31） 式における均衡解 x* および x** はそ
れぞれ ,
 （32）
という k の均衡解に対応することを，容易に確認することができる．もちろん，θ ＞ 1 の場合にの
み x** ＞0,  k** ＞ 0 となる．以下では，θ ＞ 1 を仮定する．
　ロジスティック方程式（30）の挙動は以下の定理によって特徴づけられることが知られている
（Gandolfo（2008）chap. 25参照）．
定理 2 　（29） 式と （30） 式によって表される動学システムにおいて，　　　　　　　　　　　　　
　という初期値から出発するならば，以下の （1） - （5） の結果を得る．
（1）　0 ＜ θ ＜ 1 ならば，kt は単調に k* ＝ 0 へ収束する．
（2）　1 ＜ θ ＜ 2 ならば，kt は単調に k** ＞ 0 へ収束する．
（3）　 2 ＜ θ ＜ 3 ならば，kt は振動しながら循環的に k** ＞ 0 へ収束する．
（4）　3 ＜ θ ＜ 4 で，かつ θ が比較的 3 に近いならば，kt は均衡値 k** ＞ 0 のまわりを周期的に変
動する．
xt＝a＋（1－δ）
a kt
x*＝0，x**＝ θ
θ－1
k*＝0，k**＝ aθ
（θ－1）｛a＋（１－δ）｝
0＜ x0＜ 1（0 ＜ k0＜   ）a
a＋（１－δ）
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（5）　3 ＜ θ ≦ 4 で，かつ θ が比較的 4 に近い（ 4 も含む）ならば，kt は均衡値 k** ＞ 0 のまわりを
カオス的に（非周期的に）変動する．
　定理 2 における各ケースを数値シミュレーションによって例示すれば，図 2 - 図 5 が得られる．
なお， 0 ＜θ＜ 1 のケースは，このモデルでは仮定によって排除されている．
　図 2 は，x0＝0.8, θ ＝1.8の場合であり，定理2 （2） に対応している．図 3 は x0＝0.8, θ ＝2.9の場
合であり，定理 2  （3） に対応している．
　図 4 は x0＝0.8, θ ＝3.5の場合であり，定理 2  （4） に対応している．この場合には，均衡点 k** に
おいて
 （33）
となるので，均衡点 x** は小域的に不安定になるが，ロジスティック方程式の非線形性により，解
経路は無限に発散することはなく，周期 4 の周期軌道に収束する．すなわち，消えることのない
循環的変動が発生するのである．
　図 5 は k0＝0.45, θ ＝ 4 の場合であり，定理 2  （5） に対応している．この図は，解の軌道が不規
則的に（カオス的に）変動する様子を示している．
＞1
dxt＋1
dxt
図 2 　x** への単調な収束
50 10
t
x0
xt
x**
図 3 　x** への循環的収束
50 10 15 20
t
x0
xt x**
50 10 15 20
t
x0
xt
x**
0 10 20 30 40 50
t
x0xt
x**
図 4 　x** のまわりでの周期的変動 図 5 　x** のまわりでカオス的変動
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4 　生産ラグと資本蓄積のホップ分岐
　前節では，Day（1982）によって導入された
y＝akβ（m－k）η; β ＞0, η ＞0 （34）
というタイプの「環境汚染効果」を含む生産関数を用いて議論を行ったが，本節では ,
y＝akβe－ηk ; β ＞0, η ＞0 （35）
というもう 1 つのタイプの生産関数を用いる．（35） 式における e －ηk という項目は，やはり「環境
汚染効果」を表している．この関数は，k ＝ 0 のときに y ＝ 0 となり， 0 ≦ k ＜ β/η の領域で y
は k の増加関数になり，k ＝ β/η のときに y は最大値に達し，k ＞ β/η の領域で y は k の減少関
数になり，l
k → ∞
im y ＝ 0 となる，という性質を持っている．
　単純化のために β ＝ 1 と仮定し，さらに，生産には τ 期間のタイム・ラグが存在すると仮定すれ
ば，（9） 式や （28） 式の代わりに，以下のような「遅れ微分方程式」（delay differential equation）
ないしは「微分・差分混合方程式」（mixed differential-difference equation）を得る8）．
k
●
（t）＝ak（t－τ）e－ηk（t－τ）　－δk（t）; α ＞0, 0＜ δ ＜1, η ＞0, τ ≧0 （36）
　遅れ微分方程式は，離散時間モデルである前節で用いた差分方程式とは異なり，連続時間モデ
ルにタイム・ラグを導入しているという特徴を持っている．x（t）＝ ηk（t）という変数変換を施す
ことにより，（36） 式を以下のように書き直すことができる．
x
●
（t）＝ax（t－τ）e－x（t－τ）－δx（t）≡H（x（t）, x（t－τ））; α ＞0, 0＜ δ ＜1, τ ≧0 （37）
　本節の以下の部分では，このシステムの数学的解析と数値シミュレーションを提示しよう9）．
　まず，x
●
（t）＝0, x（t）＝ x（t － τ）という条件を満たす均衡解は ,
x（αe－x－δ）＝0 （38）
という方程式の解であることがわかる．（38） 式を解けば，
8 ）　マクロ経済動学理論への遅れ微分方程式の初期の応用例としての先駆的な論文として，Kalecki（1935）
がある．数学的解析や数値シミュレーションを含む Kalecki（1935）のモデルの解説としては，浅田
（1997），Gandolfo（2009）を参照されたい．
9 ）　以下で用いられる分析手法は，Matsumoto and Szidarovsky（2011，2013）で採用されている方法に
依拠している．
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 （39）
という 2 個の均衡解が存在することがわかる．x** ＞ 0 となるための必要十分条件は
α ＞ δ （40）
という不等式で表される．以下では，不等式 （40） が満たされていることを仮定して分析を行う．
　トリビアルでない均衡点 x** の小域的安定性／不安定性を分析するために，その均衡点で （37） 
式をテイラー展開して一次の項で近似し，さらに αe－x**＝δ であることを考慮に入れれば，以下の
ようになる．
 （41）
z（t）≡ x（t）－x** と定義すれば，（41） 式を以下のように書き直すことができる．
z
●
（t）＝－δz（t）＋δ（1－x**）z（t－τ） （42）
z（t）＝z（0）eλt を （42） 式に代入することにより，λを未知数とする以下のような特性方程
式を得る．
Δ（λ）≡ λ＋δ＋δ（x**－1）e－λτ＝0 （43）
　もし τ ＝ 0 ならば （43） 式は λ ＝－ δx** ＜ 0 という唯一の特性根を持つから，τ ＝ 0 の場合には，
システム（37）の均衡点 x** は小域的に安定になる．他方，もし τ ＞ 0 ならば，特性方程式 （43） 式に
は無限個の特性根が存在し，もしある複素根が特性根になれば，その共役複素根もまた特性根に
なることが知られているが，パラメーターに関する根の連続性により，タイム・ラグ τ が十分に小
さければ，たとえ τ ＞ 0 であっても均衡点 x** は小域的に安定である．したがって，タイム・ラグ
τ を増加させてゆくにつれてやがて均衡点 x** が不安定化する場合には，均衡点が安定（すべての
特性根の実数部分が負になる状態）から不安定（少なくとも 1 つの特性根の実数部分が正になる状態）
に切り替わる「分岐点」（bifurcation point）が少なくとも 1 個存在する．そのような「分岐点」で
は，少なくとも 1 個の特性根の実数部分がゼロになる．
　ところで，Δ（0） ＝ δx** ＞ 0 であるから，（43） 式は λ ＝ 0 という特性根を持たないことがわかる．
したがって，もし「分岐点」が存在するならば，その分岐点では必ず 1 組の純虚根の特性根が存
在することがわかるが，そのような分岐点はいわゆる「ホップ分岐点」（Hopf bifurcation point）
x*＝0， x**＝ｌｏｇ（　）δ
a
x・（t）＝（　　　）
∂x（t） ∂x（t－τ）
∂H ∂H**｛x（t）－x**｝+（　　　　）**｛x（t－τ）－x**｝
＝－δ｛x（t）－x**｝+（ae－x**－ax**e－x**）｛x（t－τ）－x**｝
＝－δ｛x（t）－x**｝+δ（1－x**）｛x（t－τ）－x**｝
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であり，その点の近傍のパラメーターτ のある範囲で閉軌道が存在し，その近傍で循環的変動が発
生することが知られている（浅田（1997），Gandolfo（2009）参照）．
　次に，上述した「ホップ分岐点」がこのシステムに存在するかどうかを調べよう．そのために
は，純虚根の特性根を持つパラメーターの値 τ0＞ 0 が存在するかどうかを調べればよい．
　　　　　　 を特性方程式 （43） 式に代入すれば，
Δ（iω）≡ iω＋δ＋δ（x**－1）（cos τω－i sin τω）
　　＝｛δ＋δ（x**－1）cos τω｝＋i｛ω－δ（x**－1）sin τω｝＝0 （44）
となる．この式より，以下のような，ω と τ に関する連立方程式が得られる．
δ（x**－1）cos τω＝－δ （45a）
δ（x**－1）sin τω＝ω （45b）
　この連立方程式は，以下のような方法によって解くことができる．まず，両式を 2 乗して足し
合わせれば，以下のような，ω を唯一の未知数とする方程式を得る．
ω2＝δ2x**（x**－2） （46）
x** ＞2（すなわち，α ＞ δe2） （47）
という不等式が満たされている場合にのみ，（46） 式を満たす ω の実数解が存在する．その場合に
は，
 （48）
という 2 個の解が存在する．このとき，（45a）式を τ について解けば，以下のように，無限個の解
を得る．
 （49）
　特性方程式（43）を τ で微分すれば ,
 （50）
となり，この式を（dλ/dτ）－ 1について解けば ,
 （51）
λ＝iω（i＝ √－1）
ω＝±δ√x**（x**－２）≡±ω0
τm＝ 　［cos－1（－　　　）＋2mπ］（m＝0,1,2,…）
1
x**－1
1
ω0
［1－δ（x**－1）e－λτ ］dλdτ－δ（x**－1）λe
－λτ＝0
1－δ（x**－1）e－λτ
δ（x**－1）λe－λτ
dλ
dτ（　　）
－1＝
1
1
δ（1－x**）λe－λτ
－λ（λ＋δ）
＝
＝
－
λ
τ
－
λ
τ
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となる10）．λ ＝ iω という関係を （51） 式に代入して （51） 式の実数部分を計算すれば，以下の結果
を得る．
 （52）
　したがって，もし α ＞ δe2ならば，生産のタイム・ラグ τ がゼロから出発して連続的に増加して
ゆくとき，τ が （49） 式を満たす最小値である τ0を超えると，均衡点 x** は小域的に安定から不安定
に切り替わり，τ の値がそれ以上増加しても均衡点 x** は小域的に不安定のままである．τ ＝ τ0とい
う点でホップ分岐が発生する．他方，もし α ≦ δe2ならば，すべての τ ≧ 0 のもとで均衡点 x** は
小域的に安定であり，ホップ分岐は発生しない．以上の分析結果をまとめると，以下の定理が得
られる．
定理 3 　システム （36） のトリビアルでない均衡点 k** ＝ x**/η は，以下の性質 （1） - （3） を持って
いる．
（1）　もし α ≦ δe2ならば，均衡点 k** はすべての τ ≧ 0 のもとで小域的に安定である．
（2）　もし α ＞ δe2ならば，均衡点 k** は 0 ≦ τ ＜ τ0のとき小域的に安定であり，τ ＞ τ0のとき小域
的に不安定である．ただし， ＞0τ0＝
δ√ηk**（ηk**－２）
cos－1（－ηk**－1
1 ）
である．
（3）　もし α ＞ δe2ならば，τ ＝ τ0の点で「ホップ分岐」が発生する．すなわち，τ0の近傍のパラメー
ターτ のある範囲で閉軌道が存在する．
　図 6 - 図 8 は，定理 3 の内容を支持する数値シミュレーションの結果を提示している．これらの
図はいずれも，α ＝ 5 ，η ＝ 1 ，δ ＝0.2という数値例のもとに作成されている．この数値例のもと
では k** ≅3.22である．また，δe2≅1.48であるので，α ＞ δe2という不等式が満たされ，したがって
ホップ分岐点が存在する．具体的には，τ0≅5.145となる．
　図 6 は，τ ＝ 3 ＜ τ0の場合であり，解軌道は振動しながら均衡点 k** に収束する．この場合には，
dλ
dτ（　　）
－1
1
－λ（λ＋δ）
λ＝iω
Re ＝Re ＝Re
1
ω2－iδω
λ＝iω
＝Re
＝ ＞0
ω（ω－iδ）（ω＋iδ）
ω＋iδ
＝Re
ω（ω2＋δ2）
ω＋iδ
ω2＋δ2
1
10）　特性方程式（43）式から δ（x**－ 1 ）e－λτ＝－（λ＋δ）であることに，留意されたい．
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均衡点は小域的に安定になる．
　図 7 は，τ ＝ 6 ＞ τ0の場合であり，均衡点 k** は小域的に不安定になり，解軌道は，均衡点のま
わりを循環的に変動する閉軌道（リミット・サイクル）に収束する．この場合には，経済変動が永
続的に発生する．
　図 8 は，τ ＝30＞ τ0の場合であり，この場合にもやはり均衡点 k** は小域的に不安定になるが，
それだけではなく，均衡点をめぐる不規則的変動（カオス的変動）が発生する．すなわち，このモ
デルでは，生産のタイム・ラグの増加はシステムを不安定化する効果を持っているが，均衡点が
小域的に不安定になっても，解軌道は無限に発散するわけではなく，有界な範囲内での永続的な
変動が発生するのである．
5 　結　　　論
　本稿では，「実質資本ストック，実質国民所得，実質消費の成長率がすべてゼロになる定常状態
に解経路が収束する」という，いわゆる「マルクス的経済成長モデル」の結論が，労働人口の成
長率も両部門の技術進歩率もゼロであるという特殊な仮定に強く依存していることを指摘し，さ
らに，システムに生産のタイム・ラグと強い非線形性を導入すれば，たとえ労働人口の成長率と
両部門の技術進歩率がゼロでも，システムの解はゼロ成長状態に収束せず，均衡点のまわりを永
図 8 　カオス的な変動
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続的に変動し続けることがあり得ることを，数学的解析とシミュレーションを併用して証明した．
この意味で，「マルクス的経済成長モデルは資本主義がやがて終焉することを数学的に証明した」
という大西（2012）等の主張はミスリーディングであることが本稿の分析で明らかにされたと言える
であろう．
　なお，1930年代から今日に至るまで，様々なタイプのケインズ的な経済動学モデルが定式化さ
れてきた11）．これらのケインズ的な動学モデルでも，均衡点に収束せずに永続的に均衡点のまわり
を変動し続ける解が存在し，外生的なショックがなくても景気循環が永続し得ることが示されて
いる．この意味で，本稿の第 3 節と第 4 節の修正されたマルクス的経済成長モデルでは，ケイン
ズ的な動学モデルのように内生的な景気循環が発生し得るようにみえる．しかし，この解釈は正
しくない．その理由は，以下のとおりである．ケインズ的な動学モデルでは労働の完全雇用や資
本ストックの完全稼働が仮定されておらず，失業率や資本ストックの稼働率が変動する景気循環
が発生し，さらに，それらのモデルでは貨幣は物価のみならず経済の実態にも影響を及ぼすとい
う意味で「非中立的」であり，政府や中央銀行の財政金融政策によって不安定なマクロ経済を安
定化させることもできる12）．それに対して，本稿で分析の対象とした「マルクス的経済成長モデ
ル」は，本稿の第 2 節と第 3 節で定式化した修正バージョンを含めて，すべて労働の完全雇用と
資本ストックの完全利用が仮定されているので，いかに複雑に変動しようと，それは完全雇用経
路の変動であり，景気循環とは解釈し難いからである．しかも，このモデルでは，貨幣が何の役
割も果たさない．この意味で，いわゆる「マルクス的経済成長モデル」は，新古典派経済成長モ
デルの一変種に過ぎないと言うことができる．
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浅田（1997），Asada, Chiarella, Flaschel and Franke（2010）を参照されたい．Kalecki（1935）は，ケ
インズの『一般理論』（Keynes（1936））より 1 年早く出版されており，独力でケインズの有効需要の理
論をケインズより早く発見したと言われた先駆的な研究である．
12）　注11）で引用した文献のうち，浅田（1997）と Asada, Chiarella, Flaschel and Franke（2010）では，
貨幣が物価および経済の実態に及ぼす役割の分析と財政金融政策によるマクロ安定化政策の分析が，ケ
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